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orema de Thom

Teorema (Catastrofes de Thom)
Seja Vi (R™ x Rk,O) — R wma deformagao versal tal que k € {1,2,3,4}.
Entdo, V é P—R™ -equivalente a uma, e somente uma, das deformagées abaizo:

Tipo | Singularidade Deformagao Versal Nome
As a3 22+ Ponto
As xt +at + upz® + uix Ctspide
Ay x® 2® 4+ uzxd + uox? + iz Rabo de Andorinha
Ag 20 +25 + ugztusz® + usx® + uix Borboleta
Dy x® + 93 23 — 2y? + uz(2® + y?) + ugy + wiz | Hiperbdlica Umbilica
DI % + 3zy? 22+ 3 4+ uszy + ugy + upx Eliptica Umbilica
D5 22y + y? 22y + y* + uay? + uzx® + ugy +wix | Parabélica Umbilica




Arco de Euler 1

Figura 1: Arco de Euler

Estado descrito pelo angulo 6.

e Varidveis de deformagao ou controle sao a, 3.

A relacao das intensidades pode levar a uma ruptura.

Assumindo a estabilidade estrutural, temos uma catastrofe do tipo cispide.



Arco de Euler 11

e Energia potencial: 210, 1 coeficiente do material.

Energia do corpo a: sinf.

[ equilibra a forga a.

e A energia total é

V(0) = 2ub* + asin§ — 23 cos f.

Assumindo estabilidade estrutural, temos uma catastrofe do tipo cuspide.



Consideragoes

Catastrofe: situagao discontinua de aumento de volume.

Representa catastrofe do tipo cispide?

e Para um ponto de discontinuidade P,, uma mudanca em V nao altera

significativamente a pressao.

Isso implica que o grafico abaixo é mais proximo do real.
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Figura 2: Pressdo e volume para diferentes temperaturas e transicao de fase



Falha da Histerese

Figura 3: Geometria real da cispide e estado intermediario liquido-vapor



Catastrofes na Configuragao Geral

Estrelas sao corpos celestes formados por gases.

Quando seu combustivel (hidrogénio) acaba, significativamente sofre so-
mente a acao de Iy,.

Isso resulta em aumento da densidade central.

Resulta na transformacao da estrela em ana branca ou buraco negro.
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FIGURE 2.EQUILIBRIUM CONFIGURATIONS OF STELLAR
MATTER [ 7]

Figura 4: Estados de equilibrio de uma estrela com parametros massa e densidade
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Primeira Conclusao

e Temos dois parametros de controle.
e Cada um dos limites representa discontinuidade.

e Admitindo estabilidade estrutural, obterfamos duas cispides sobrepostas.
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FIGURE 3.CATASTROPHE MANIFOLD FOR STELLAR COLLAPSE

Figura 5: Sobreposicdo de Catastrofes Estelares



Principios e Aplicagoes

Fenomeno Potencial Maxwell Retardamento
Mecanica Funcional de energia | Principio de Hamilton Potencial gravitacional
Gravitagao Campo Gravitacional - Atracao de corpos

Eletrostatica Campo Elétrico - Potencial elétrico

Raios de Luz

Funcional de tempo

Fermat

Transicao de Fase

Funcao de Gibbs

Energia Minima

2% Lei da Termodinamica

Sistemas Estelares

Hidrostatico

Energia Minima
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Determinagao Finita

The analysis of the conditions for a map-germ to be finitely determined and of
the degree of determinacy involves the most important of the local aspects of

singularity theory.
C.T.C. Wall, Finite Determinacy of Smooth Map Germs, 1981.

e Acio de R em &,:

RXxE, —En
(¢, ) — fog™

No entanto, R nao é um grupo de Lie e tampouco &,, uma variedade suave.

e A determinacao finita reduz essa acao a uma agao de uma variedade em

um grupo de Lie.

Ou ainda, como podemos aproximar germes por truncamentos de seus

polinomios de Taylor. "



Espaco Tangente

Definicao
Seja f € E,. O espago tangente a drbita de f em C°(n) € definido como o

ideal
af af
L Je=ml{ =000 .
Re.f <3x1’ ,azn>c€n

Lema (Hadamard)
Seja myp C myii o ideal dos germes tais que fignxo = 0. Entdo my é

gerado pelas funcoes coordenadas 1;, onde as coordenadas de R" x RF sdo
(T1, ey Ty Y1y e+ Yk )-

Esquema.
Temos que

Hs



Lema Técnico e Motivacao

Lema
Seja G um grupo de Lie agindo sobre uma variedade M e suponha que as

orbitas sejam subvariedades mergulhadas. Entao, o mapa ¢, : G — G.x é
uma submersao. Em particular, T, (G - x) = (d¢z)e(T.G).

e Sejay~!:(0,1) — R uma curva passando pela funcao identidade em R.

e Ou seja, 7(0)(z) = x para todo = € R"™.

Por Hadamard, isso implica que

v(t)(x) = (21 + thi(a,t), ..., &y + thy(z,t)) .

O vetor tangente é

Onde h;(x,t) € m,.
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Definicao

£

1. A R.-codimensao € definida como R, — codim = dimg e

2. A R-codimensdo € definida como R — codim = dimp mg?]f .
o

Definicao
Seja f € E,.

1. Denotamos por j*(f) o k-jato de f na origem, ou seja, o polinémio de
Taylor de [ centrado na origem truncado até ordem k.

2. O espago de todos os possiveis k-jatos é denotado por J*(n).

3. Dizemos que [ € finitamente determinado se existe um inteiro k tal que
f ~r g para todo g € £, com j*(f) = j*(g).

4. Dizemos que f € k-finitamente determinado se [ € finitamente determi-
nado e k € o menor inteiro satisfazendo a condi¢ao acima.
15



ndigoes Algébricas
e Sejam, C &,.

e Pelo Lema de Hadamard, temos que

m, = <.7}1, 000 7In>-
e Entao, mf; =m, ...m, é gerado por todos os monomios de ordem k:

[e5] [e')
BB 0o olhnc

e Por exemplo:

¥y
2 2
x Xy ¥y
A .
> b 3,2
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Exemplo I
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e Tem-se que LR, .f = (2z1,...,2z,) = m,.

Entao, f é 2-determinado.

e Ou seja, qualquer g € £, tal que j2(g)(0) = f é tal que

f~rg

e Isso equivale ao Lema de Morse.
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Exemplo II

e Seja f(x,y) = y° + 2%y € &,
° DeﬁnaA:g—ieB:%.

e As seguinte esquegao se verificam:

2 =z.B - %.y.A
y3:;<y.B—;xA>
xoy = %TA

zy? = %.y.A

e Logo, m3 C LR, .f.

e Assim, [ é 4-determinado.
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Propriedades de Jatos

Proposicao
Sejam f € &, eg €&, . Entio, vale que

i*(fog) = 3* (7*(f) 0 5*(9)) -

Definicao

1. Ry ={heR:j*h)=1dgn}.

2. RF =R, /Ry, onde | < k.

3. RF =R /Rs.
Acao induzida

RE x.J*(n) — J*(n)
(hy f) — ¥ (foh™")
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Teorema de Arnold

Definicao

Seja f € &, finitamente determinado e F(z,u) = f,(z) sua deformagao versal.
Dizemos que [ é simples se existe um nimero finito de R-orbitas tal que todos
os germes deformados f,(x) pertencem a uma dessas classes.

Teorema gArnold)

Seja f € m; um germe simples e finitamente determinado. Entao f é equiva-
lente a uma, e somente uma, das singularidades abaixo a menos da soma por
uma forma quadrdtica q(z). Além disso, todo germe abaizo € simples.

Tipo Forma Normal | R.— codim
Af k>1 +ak 1l 4 g(2) k
D,f,k >4 | 22yt +q(2) k

Ef 3 £yt +q(2) 6

E; 23 + 2y® + q(2) 7
Ex P +q(2) 3
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Nova equivaléncia

Grupo L

O grupo de translacgoes a esquerda, denotado por £, consiste dos germes de difeomor-
fismos em &, . Sua acdo sobre £, ), é dada por

LXEnpr— Enp

(@, f)— o f

Grupo A
O grupo A é descrito por A =R X L e sua agdo por
AXEnpr—Enp

(1, ¢, f) — ¢po forp™"

Descricao
Assim, f,g € £, sdo A-equivalentes se, e somente se, existem germes de difeomor-

fismo ¢ : (R™,0) — (R™,0) em R e ¢ : (R?,0) — (R?,0) tais que

g=¢ofoyp .

22



e Se f ~x g, entao f ~4 g, pois:
f=gogp=gogpold.
e Seja f(z,y) = (f1, f2), onde f; € ;.
e Defina ¢(x,y) = (y,x) € L, entdo
f e (f2, f1)-
e Defina ¢(x,y) = (v — y,x) € L, entdo

(z* + wy, zy) ~ (2%, 2% + zy).

23



Definigoes 1

Definicao

Seja F' € &€, p, onde denotamos o i-ésimo vetor coluna da matriz Jacobiana
oOF
de F' por 5o; -

1. O espago tangente a orbita de F' com relagao ao grupo R € definido como

F
LR..F= {ngx L& € 5}

2. O espago tangente a orbita de F' com relagao ao grupo L é definido como:

LL.. F={noF:ne&,0p}.

3. O espago tangente a orbita de F' com relagiao ao grupo A é definido como
o sequinte subconjunto de Op:

LA, F=LR.,.F+LCL..F.
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Definigoes 11

Definicao
Seja F = (f',...,fF) € Enp.

1. Denotamos por j*(F) o k-jato de F na origem, ou seja, o mapa polinomial
cujas funcgoes coordenadas sao os k-jatos das funcoes coordenadas de F':

) = G4 487)

2. O espaco de todos os possiveis k-jatos de germes de €, , € denotado por
J¥(n,p).

Definicao
As codimensoes relativas ao grupo A sao definidas como:

1. A—codim(F) = dimg “g’zfg .
2. A, — codim(F) = dimg %
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orema de Whitney

Teorema (Whitney)
Seja F : (R?,0) — (R?,0) um germe de coposto 1 e A.-codimensio menor

ou igual a 2. Entao F é A-equivalente a uma das formas normais da tabela

abaizo.

Classe | Forma Normal | A.-codimensao Nome
Ao (z,y) 0 Difeo local
Ay (z,9%) 0 Dobra
Ay (z,9% + zy) 0 Chispide
Ao (z,y3 + 2%y) 1 Ladbios (lips)
Ay (w,y° — 2%y) 1 Bicos (beaks)
Ay (2,93 + 23y) 2 Ganso
As (x,y* + zy) 1 Rabo de Andorinha (swallow taill)
Az (x,y* + 22y + 4°) 2 Gaivota
Ay (2,9 + 2y +y7) 2 Borboleta
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vagao

e Localmente, essas singularidades podem ser vistas como projecoes de su-
perficies M C R3.

e O Teorema implicara que as singularidades que ocorrem genericamente sao

dobras e ctispides.

e Qualquer outra se degenera para uma destas.

- Cusp
Fold

Figura 6: Projecoes genéricas de superficies no plano 27



Conclusao

e Os unicos germes estruturalmente estaveis da A-equivaléncia sdo a dobra

e a cuspide.

e O conjunto de tais o6rbitas é denso no espaco C'>°(n, p).

e Dobras e cuspides sao singularidades genéricas.
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O grupo de Singularidades do ICMC
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Obrigado pela atencao!
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