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Sobre o Curso



e Pré-requisitos: Célculo de varias varidveis e nogoes basicas de topologia
geral.

e Aula I: Motivacao e resultados principais; Revisao de Calculo; Potenciais;
Germes e o grupo R.

e Aula II: Lema de Decomposicao; Deformacgoes e o Teorema de Classi-
ficacao.

e Aula III: Aplicagoes: Cdusticas, Termodinamica e Sistemas Estelares;
Observagoes Histoéricas.

e Aula I'V: Determinacao finita: Discussao da classificacao de germes sim-
ples de fungoes (Teorema de Arnold) e de germes do plano (Teorema de
Whitney).



Bibliografia

@ Gibson, C. G.

Singular points of smooth mappings

Pitman (Advanced Publishing Program), Boston, Mass.-London.
@ Zeeman, E. C.

Catastrophe theory

Scientific American.

@ Poston, Tim and Stewart, Ian
Catastrophe theory and its applications
Dover Publications, Inc., Mineola, NY.

@ Saunders, PT
An Introduction to Catastrophe Theory
Cambridge University Press.

@ Site pessoal
https://inaciorabelo.owlstown.net


https://inaciorabelo.owlstown.net

Introducao



O que é uma Singularidade?

Dicionario

1. Qualidade ou propriedade do que é singular.

2. Caracteristica distintiva fundamental; particularidade, peculiaridade.



O que é uma Singularidade?

Dicionario

1. Qualidade ou propriedade do que é singular.

2. Caracteristica distintiva fundamental; particularidade, peculiaridade.

w

. Qualidade do que é fora do comum, surpreendente, espantoso.

4. Regiao do espago-tempo na qual as atuais leis da fisica e as equagoes
matematicas nao operam e a curvatura do espaco se torna infinita.



Singularidades sao interessantes!

Singularities are all over the place. Without singularities, you cannot talk about sha-
pes. When you write a signature, if there is no crossing, mo sharp point, it’s just
a squiggle. It doesn’t make a signature. Many phenomena are interesting, or some-
times disastrous, because they have singularities. A singularity might be a crossing
or something suddenly changing direction. There are many things like that in the
world, and that’s why the world is interesting. Otherwise, it would be completely flat.
If everything were smooth, then there would be no novels or movies. The world is

interesting because of the singularities.

Figura 1: Heisuke Hironaka, ganhador da Medalha Fields em 1970



xemplo 0: Buracos negros

Black hole Event horizon

Light can’t escape curve |\
and falls into black hole NG e

Figura 2: Um buraco negro é uma singularidade da curvatura do espaco-tempo



Exemplo 0: Buracos negros
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Figura 3: Colapso de estrelas ocorrem em pontos singulares
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Campos Vetori

Exemplo I
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Campos Vetoriais com Singularidade na Origem

Figura 4
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Resultado Fundamental

Teorema (Poincaré-Hopf
Seja M uma variedade compacta de dimensao n e X um campo vetorial com
um nidmero finito de singularidades. Entdo, o nimero n de voltas (orientadas)

das linhas de fluxo de X ao redor das singularidades é igual a caracteristica de
Euler de M.

11



Resultado Fundamental

Teorema (Poincaré-Hopf)
Seja M uma variedade compacta de dimensao n e X wm campo vetorial com
um nidmero finito de singularidades. Entdo, o nimero n de voltas (orientadas)

das linhas de fluxo de X ao redor das singularidades é igual a caracteristica de
Euler de M.

Figura 5: N&ao hd campos de vetores sem singularidades na 2-esfera
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Interludio: Variedades Diferenciaveis

Definicao
Seja M um espago topoldgico de Hausdorff com base enumerdvel. Dizemos que
M € uma variedade diferencidvel de dimensdo n se existe uma cobertura por

abertos M = UaU, e homeomorfismos ¢ : Uy, — ¢(Uy) C R™ tais que para
quaisquer indices o, 8 vale que

Pa 095" 9(Ua) Ne(Up) — ©(Ua) No(Us)

é uma aplicacao suave entre abertos de R™.

12



Interludio: Variedades Diferenciaveis

Definicao

Seja M um espago topoldgico de Hausdorff com base enumerdvel. Dizemos que
M € uma variedade diferencidvel de dimensdo n se existe uma cobertura por

abertos M = UaU, e homeomorfismos ¢ : Uy, — ¢(Uy) C R™ tais que para

quaisquer indices o, 8 vale que

Pa 095" 9(Ua) Ne(Up) — ©(Ua) No(Us)
é uma aplicacao suave entre abertos de R™.

Mo 7 o~ -

Figura 6: Cartas locais de uma variedade diferencidvel
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Resultados Fundamentais

Teorema (Imersao de Whitney)
Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Entdao, existe uma imersao
2
2n—1 . . .
M — R“"™ " que nado é necessariamente injetiva.

13



Resultados Fundamentais

Teorema (Imersao de Whitney)
Seja M uwma variedade diferencidvel de dimensao n. Entao, existe uma imersao

2n—1 o 4 . o
M — R“"™ " que nado é necessariamente injetiva.

Teorema (Mergulho de Whitney)
Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Entao, existe um mergulho

de M em R?".

Corolario
Toda variedade diferencidvel M pode ser vista como uma subvariedade de um

espaco Fuclideano.

13



Exemplo II: Variedades Singulares

Figura 7: Toro pingado e o toro umbilico, respectivamente
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Exemplo II: Variedades Singulares

— @ YV

Closed

interval Diffeomorphic Not diffeomorphic
Circle Diffeomorphic Not diffeomorphic

Sphere Diffeomorphic Not diffeomorphic
Figure 1-4

Figura 8: Exemplos de variedades suaves e singulares
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Observacoes sobre Variedades Singulares

Observagao

e Nao ha a nogao de espago tangente bem definida.

e Consequentemente, nao hé estruturas métricas imediatas a serem conside-

radas.

e Surgem perguntas do ponto de vista da topologia.

16



Resultado Fundamental

Teorema (Milnor)
Seja f: C" — C uma fungdo holomorfa com uma singularidade em 0 € C™.
Entao, para uma esfera centrada na origem e suficientemente pequena, o mapa

pri= s SPTII0) — 8

€ uma fibracao localmente trivial.

17



Resultado Fundamental

Teorema (Milnor)
Seja f: C" — C uma fungdo holomorfa com uma singularidade em 0 € C™.

Entao, para uma esfera centrada na origem e suficientemente pequena, o mapa

pri= s SPTII0) — 8

€ uma fibracao localmente trivial.

e Se [ tem singularidade isolada, as fibras 99]71(9) sdo homotopicamente
equivalentes a um buqué de esferas.

e O numero de esferas em tal bouquet é conhecido como niimero de Milnor.
e Para c € C* pequeno, as fibras f~!(c) sdo localmente difeomorfas as fibras

©51(6).

17



Exemplo III: Aplicagoes Diferenciaveis

Definicao
Seja F: U C R" — R™ wuma aplicagdo suave, onde U € um aberto.

1. Se n > m e rank,(F) = m para todo p € U, entao F é chamada uma
submersao.

2. Se n < m e rank,(F) = n para todo p € U, entao F é chamada uma
IMErsao.

3. Um ponto p € U € um ponto critico, também chamado de ponto singular,
se rank,(F') nao € mdzimo.

18



Exemplo III: Aplicagoes Diferenciaveis

Definicao
Seja F: U C R" — R™ wuma aplicagdo suave, onde U € um aberto.

1. Se n > m e rank,(F) = m para todo p € U, entao F é chamada uma

submersao.

2. Se n < m e rank,(F) = n para todo p € U, entao F é chamada uma
IMErsao.

3. Um ponto p € U € um ponto critico, também chamado de ponto singular,
se rank,(F') nao € mdzimo.

Exemplo

1. A funcdo f(x,vy,2) = 22 +y>+22 possui uma tinica singularidade na origem
de R3.

2. A funcao f(x,y, z) = xyz possui uma singularidade nao isolada na origem.

3. A aplicagdo F(z,y) = (x,z + y?) possui uma singularidade isolada na
origem. 18



Formas Locais 1

Teorema (Funcao Inversa)

Seja U C R™ um aberto e F : U — R™ wma aplicagao diferencidvel em um
ponto p € U. Se det(Jr(p)) # 0, entdao existe um aberto U C U contendo p e
um aberto W contendo F(p) tal que F : U — W é um difeomorfismo.

19



Formas Locais 1

Teorema (Funcao Inversa)
Seja U C R™ um aberto e F : U — R™ uma aplicagdo diferencidvel em um

ponto p € U. Se det(Jr(p)) # 0, entdao existe um aberto U C U contendo p e
um aberto W contendo F(p) tal que F : U — W é um difeomorfismo.

Definicao
Seja F : U C R" — R™ wuma aplicacdo suave, onde U € um aberto.

1. O rank de F' em um ponto p € U, denotado por rank, F' é o rank da
aplicagao linear dF, : R™ — R™.

2. Se m =1, o corank de f em p, denotado por corank,(f) é o coposto da
matriz Hessiana Hy(p).

19



Formas Locais I1

Corolario (Forma Local de Imersoes)

Seja U C R™ um aberto e F: U — R™ uma imersio em um ponto p € U.
Entao, existem coordenadas locais em torno de p e F(p) € R™ tais que

F(zy,...,z,) = (x1,...,Tn,0,...,0).

20



Formas Locais I1

Corolario (Forma Local de Imersoes)

Seja U C R™ um aberto e F: U — R™ uma imersio em um ponto p € U.
Entao, existem coordenadas locais em torno de p e F(p) € R™ tais que

F(zy,...,z,) = (x1,...,Tn,0,...,0).

Corolario (Forma Local de Submersoes)

Seja U C R™ um aberto e F : U — R™ uma submersao em um ponto p € U.
Entao, existem coordenadas locais em torno de p e F(p) € R™ tais que

F(zy1,...,xn) = (1, ., Tm)-

20



Resultados Fundamentais 1

Definicao

Seja U C R™ um aberto e f : U — R uma funcdo suave. Um ponto critico
p € U € dito ser uma singularidade de Morse se det(Hy(p)) # 0. Um ponto de
Morse € também chamado de ponto critico nao-degenerado.

21



Resultados Fundamentais 1

Definicao

Seja U C R™ um aberto e f : U — R uma funcdo suave. Um ponto critico
p € U € dito ser uma singularidade de Morse se det(Hy(p)) # 0. Um ponto de
Morse € também chamado de ponto critico nao-degenerado.

Lema (Morse)
Seja U C R™ um aberto e f : U — R uma fung¢ao suave. Se p € U € uma

singularidade de tipo Morse, entdo existem coordenas em torno de p e f(p) € R
tais que
flz1,.. . xn) = :tx?j:--:txj

n:

21



Resultados Fundamentais 11

Teorema gArnold)
Seja [ € ms um germe simples e finitamente determinado. Entao f é equiva-

lente a uma, e somente uma, das singularidades abaixo a menos da soma por
uma forma quadrdtica q(z). Além disso, todo germe abaizo € simples.

Tipo Forma Normal | R.— codim
Af k>1 +ak 1l 4 g(2) k
D,f,k >4 | 22y+yF ! +q(2) k

Ef 3 £yt +q(2) 6

E; 3 + 2% + q(2) 7
Ex P+ +q(2) 3

22



Teorema (Catastrofes de Thom)
Seja Vo (R™ x Rk,O) — R wma deformagao versal tal que k € {1,2,3,4}.
Entdo, V é P—R ™" -equivalente a uma, e somente uma, das deformagées abaizo:

Tipo | Singularidade Deformacgao Versal Nome
As a3 3+ ux Ponto
As x* +2* + upz? + ugz Clspide
Ay x® 2% + uzx® + ugr? + urx Rabo de Andorinha
Ag x0 +28 + ugztusz® + upz?® + uix Borboleta
Dy a3+ 23 — 2y? +uz(2? + y?) + uoy + iz | Hiperbolica Umbilica
D a2 + 3xy? 2% 4+ 4% + uszy + Uy + usw Eliptica Umbilica
Ds 2y + oyt 2y + y' 4+ way? + uzz® + ugy + wiz | Parabdlica Umbilica

23



Fenomenos Continuos e Discontinuos

24



Extremos de Funcoes I

Definicao

1. Um ponto p € U € dito ser um mdzimo local (respectivamente, minimo)
se f(p) > f(x) (respectivamente, f(p) < f(x)) para todo x em um bola

suficientemente pequena em torno de p.

2. Um ponto criticop € U é dito ser um ponto de sela se para toda bola aberta
centrada em p existem pontos no dominio maiores e menores que f(p).

25



Extremos de Funcgoes 11

Figura 9: Trés tipos de pontos criticos para fungoes de duas varidveis

26



Extremos de Funcgoes 11

Figura 9: Trés tipos de pontos criticos para fungoes de duas varidveis

Teorema
Seja f: U C R" — R uma fungao suave, onde U é um aberto. Sep € U é

um ponto de mdzximo ou minimo local, entao p é um ponto critico de f.

26



tremos de Funcoes III

Observagao
Considere a expansao de Taylor de f em torno de um ponto critico p € U.

Como as derivadas parcias de primeira ordem se anulam, é possivel concluir

que Hy aprozima linearmente a funcdo f em uma tal vizinhanga.

27



Extremos de Funcgoes 111

Observagao
Considere a expansao de Taylor de f em torno de um ponto critico p € U.

Como as derivadas parcias de primeira ordem se anulam, é possivel concluir

que Hy aprozima linearmente a funcdo f em uma tal vizinhanga.

Teorema
Seja f: U C R" — R uma funcao suave, onde U é um aberto e suponha

p € U um ponto critico de f.

1. Se todos os autovalores de Hy(p) sdo positivos, entdo p € um minimo local.

2. Se todos os autovalores de Hy(p) sdo negativos, entdo p € um mdzimo

local.

3. Sen =2 e Hy(p) possui somente autovalores negativos ou positivos, p €

um ponto de sela.

4. Se det(Hy(p)) =0, o teste € inconclusivo.

27



Potenciais

Gravitacao Universal
Toda particula de matéria no universo atrai qualquer outra particula com uma

forca cuja direcao é dada pela reta as une e que possui uma magnitude que €

diretamente proporcional ao produto das massas e inversamente proporcional
ao quadrado da distancia entre elas.

28



Potenciais

Gravitacao Universal
Toda particula de matéria no universo atrai qualquer outra particula com uma

forca cuja direcao é dada pela reta as une e que possui uma magnitude que €
diretamente proporcional ao produto das massas e inversamente proporcional
ao quadrado da distancia entre elas.

Definicao
Seja U C R™ um aberto e V : U — R wma fungio suave. Um sistema

gradiente S definido em U e determinado pelo funcional potencial V' é um
sistema cujo comportamento € descrito pela diferencial VV. A solugoes da
equacao VV =0 sdo chamadas estados de equilibrio de S.

28



Exemplo 0: Equacoes de Euler-Lagrange

Considere uma particula no espago R" cuja posicao é x = x(t).

e [agrangeana: L:=T — P, onde T é a energia cinética e P a potencial.

o Q(z(to),z(ty)): espaco dos caminhos entre z(to) e z(ty).

Funcional agao: V = ftf L(A, A, t)d

29



Exemplo 0: Equacoes de Euler-Lagrange

Considere uma particula no espago R" cuja posicao é x = x(t).

e [agrangeana: L:=T — P, onde T é a energia cinética e P a potencial.

o Q(z(to),z(ty)): espaco dos caminhos entre z(to) e z(ty).

Funcional agao: V = ftf L(A, A, t)d

Teorema
Se um caminho A(t) é um ponto critico do funcional V', entao

d (0L oL .
dt<8j:i> = oz, Vi=1,...,n.

29



Exemplo 0: Principio de Hamilton

Vamos admitir o Principio de Hamilton, o qual afirma que a trajetoria
da particula deve ser um caminho que minimiza (ou mazimiza) a ag¢do
V' e, portanto, é solucao das equagoes anteriores.

30



Exemplo 0: Principio de Hamilton

Vamos admitir o Principio de Hamilton, o qual afirma que a trajetoria
da particula deve ser um caminho que minimiza (ou mazimiza) a ag¢do
V' e, portanto, é solucao das equagoes anteriores.

Particula de massa m e x = x(t).

Lagrangeana: L = im (4% + -+ 42) + V(x).
e As equacoes anteriores implicam que: m; = % Vi=1,...,n.

Na forma vetorial: mx = VV.

30



Exemplo I: Maquina de Zeeman

I h p

R - S
2 @) 5 B £

Figura 10: A mdquina de Zeeman e seus pontos de discontinuidade

Video demonstrativo
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https://www.youtube.com/watch?v=LGTmqfZvk2g

Exemplo I: Maquina de Zeeman

e Pela lei dos senos e cossenos, temos que
2 2
1 1
12 = (s—l— 26059) + (2sin9 —77)
9 1
5 :4—|—1 —2cosf

onde s = 5+ €.

e Energia potencial: V(0) = p [(I1 —1)® + (Iz — 1)?], onde supomos o raio
do disco igual a 1.

32



Exemplo I: Maquina de Zeeman

e Pela lei dos senos e cossenos, temos que

I = —i—l 6 2—1— L 0 i
= = —sinf —
9 o v 58 Ui

1
l§:4—|—1—20089

onde s = 5+ €.

e Energia potencial: V(0) = p [(I1 —1)® + (Iz — 1)?], onde supomos o raio
do disco igual a 1.

e Seu estudo qualitativo envolvera calcular os pontos criticos e determinar
sua natureza.

e Teorema de Thom implicard que, a menos de mudanca de coordenadas,
temos que

N = 7 72 4 oy
V(z) = z® + uz” + vz, .



Exemplo II: Explosoes Estelares

e Estrelas estao em Equilibrio Hidrostatico.
e Quando seu combustivel nuclear acaba, entram em colapso.

e Podem se transformar em white dwarfs ou black holes.

33



Exemplo II: Explosoes Estelares

e Estrelas estao em Equilibrio Hidrostatico.
e Quando seu combustivel nuclear acaba, entram em colapso.

e Podem se transformar em white dwarfs ou black holes.

&,
(o] 2,
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1071 +<——CRUSHING POINT
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~~_unstabie
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10°

—+ MIMSUN
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FIGURE 2.EQUILIBRIUM CONFIGURATIONS OF STELLAR
MATTER [7]

Figura 11: Estados de equilibrio de uma estrela com parametros massa e densidade
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Fenomenos Continuos e Discontinuos

Definicao
Seja U C R™ um aberto.

1. Um campo vetorial V : U — R"™ definido em U € uma aplicagdo suave

que, a cada ponto p € U, associa um vetor V(p) € R™.

2. Dizemos que uma funcao V : U — R € uma funcdao potencial para um

campo V : U — R" se V = VV.

34



Fenomenos Continuos e Discontinuos

Definicao
Seja U C R™ um aberto.

1. Um campo vetorial V : U — R"™ definido em U € uma aplicagdo suave
que, a cada ponto p € U, associa um vetor V(p) € R™.

2. Dizemos que uma funcao V : U — R € uma funcdao potencial para um
campo V : U — R" se V = VV.

1. Identificar os parametros do sistema.

2. Identificar as relacoes entre os parametros.

3. Identificar o funcional potencial e o significado fisico de suas solugoes es-

tacionarias.

34



Fenomenos Continuos e Discontinuos

Definicao
Seja U C R™ um aberto.
1. Um campo vetorial V : U — R"™ definido em U € uma aplicagdo suave
que, a cada ponto p € U, associa um vetor V(p) € R™.

2. Dizemos que uma funcao V : U — R € uma funcdao potencial para um
campo V : U — R" se V = VV.

1. Identificar os parametros do sistema.
2. Identificar as relacoes entre os parametros.

3. Identificar o funcional potencial e o significado fisico de suas solugoes es-
taciondrias.
Definicao
Seja S um sistema de estados de equilibrio determinado por um funcional po-
tencial V. : U C R" — R, onde U € um aberto. Se det (Hy(p)) = 0 para

algum p € U, entdo dizemos que S € discontinuo em p. 2



A Abordagem de Thom

...the underlying forces in nature can be described by smooth surfaces of equilibrium, it
is when the equilibrium breaks down that catastrophes occur. The problem for catastrophe
theory is therefore to describe the shapes of all possible equilibrium surfaces. Thom has solved
this problem in terms of a few archetypal forms, which he calls elementary catastrophes.
The proof of Thom’s theorem is a difficult one, but the results of the proof are relatively easy
to comprehend. The elementary catastrophes themselves can be understood and applied to
problems in the sciences without reference to the proof.

C. Zeeman, Scientific American, 1976.

35



A Abordagem de Thom

...the underlying forces in nature can be described by smooth surfaces of equilibrium, it
is when the equilibrium breaks down that catastrophes occur. The problem for catastrophe
theory is therefore to describe the shapes of all possible equilibrium surfaces. Thom has solved
this problem in terms of a few archetypal forms, which he calls elementary catastrophes.
The proof of Thom’s theorem is a difficult one, but the results of the proof are relatively easy
to comprehend. The elementary catastrophes themselves can be understood and applied to
problems in the sciences without reference to the proof.

C. Zeeman, Scientific American, 1976.

> —

N

Figura 12: René Thom e seu ensaio de 1972 35



Objetivos e Ferramentas

36



Objetivos

Dado um sistema S definido como estados de equilibrio de um germe de fun-
cional potencial V', encontrar uma forma local para V', também chamada de
forma normal, de maneira que o estudo qualitativo de S possa ser simplificado.

37



A nogao de Germes

Definicao
Sejam U, W > 0 conjuntos de R".

1. Se existe um aberto X 30 de R" tal que UNX = W N X, entao dizemos
que U e W definem o mesmo germe de conjunto na origem.

2. Sejam F : U — R™ e G : W — R™ aplicacoes suaves definidas nos
abertos U e W satisfazendo F(0) = G(0) = 0. Se eziste um aberto X 0
tal que X C UNW e Fix = G|x, entao dizemos que F' e G definem o
mesmo germe de aplicacao.

38



A nogao de Germes

Definicao
Sejam U, W > 0 conjuntos de R".

1. Se existe um aberto X 30 de R" tal que UNX = W N X, entao dizemos
que U e W definem o mesmo germe de conjunto na origem.

2. Sejam F : U — R™ e G : W — R™ aplicacoes suaves definidas nos
abertos U e W satisfazendo F(0) = G(0) = 0. Se eziste um aberto X 0
tal que X C UNW e Fix = G|x, entao dizemos que F' e G definem o
mesmo germe de aplicacao.

Definicao

O congunto dos germes F : (R"0) — (R™,0) de aplicagdes suaves na origem

¢ denotado por £, ,,. Quando m =1, escrevemos £,1 = &E,.

38



Exemplo

Seja M C R? uma superficie regular tal que 0 € M. Entéo, o germe de conjunto
definido por M na origem é o germe, na origem, de um disco aberto de R?
mergulhado em R?, visto que toda superficie regular é localmente equivalente
a tal conjunto. A mesma conclusao vale para qualquer variedade mergulhada
M C R" tal que 0 € M.

39



Exemplo
Seja M C R? uma superficie regular tal que 0 € M. Entéo, o germe de conjunto

definido por M na origem é o germe, na origem, de um disco aberto de R?
mergulhado em R?, visto que toda superficie regular é localmente equivalente
a tal conjunto. A mesma conclusao vale para qualquer variedade mergulhada
M C R" tal que 0 € M.

Exemplo
Seja U C R™ um aberto e FF : U — R™ uma aplicacdo suave tal que

0€UePF(0)=0. Se F' é uma imersao ou uma submersao, entao o germe
F:(R",0) — (R™,0) é, a menos de uma mudanca de coordenadas, comple-

tamente determinado pelas formas locais acima.
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Definicao

1. Seja ¢ : R — R™ wuma aplicagao suave. Se existem abertos U,W C R"
tais que ¢ : U — W ¢ bijetora cuja inversa também € suave, entao
chamamos ¢ de um difeomorfismo local.

2. O grupo R consiste de germes de difeomorfismos ¢ : (R™,0) — (R"™,0).
Exemplo

O mapa f : R — S! dado por f(t) = (cos2nt,sin27t) é um difeomorfismo
local, mas nao global.
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Grupo R

O grupo R age no espago &, de germes de fungoes suaves da seguinte maneira:

RxE, — En
(¢, f) — fop™

0 ente , R nao é : > Lie e te co £ a variedade suave.
No entanto, R nao é um grupo de Lie e tampouco &,, uma variedade suave
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O grupo R age no espago &, de germes de fungoes suaves da seguinte maneira:

RxE, — En
(¢, f) — fop™

No entanto, R nao é um grupo de Lie e tampouco &,, uma variedade suave.

Definicao
Dois germes f,g € £, sao R-equivalentes, ou simplesmente equivalentes, se

eriste ¢ € R tal que f o ¢~ ' = g. Usualmente, denotamos tal relacio por
f~ryg.
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Exemplos da R-equivaléncia

Exemplo

Sejam f = 22 + 9% —y*z* e g = 2% + y? — 2322 germes de funcdes. Entdo
f ~r g pelo germe de difeomorfismo definido por

TH——T

y— y — 2’y
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Exemplos da R-equivaléncia

Exemplo ‘
Sejam f = 22 + 9% —y*z* e g = 2% + y? — 2322 germes de funcdes. Entdo
f ~xr g pelo germe de difeomorfismo definido por
T
y—y — 2%y’
Exemplo [ ‘
Sejam f = 23 —y3 e g = y® + 322y germes de funcdes. Entdo f ~z g pelo

germe de difeomorfismo definido por

T T+y

y—z—y
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Proposicao
Se f,g € €, sdo tais que [ ~g g, entao corank(f) = corank(g).
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Proposicao
Se f,g € €, sdo tais que [ ~g g, entao corank(f) = corank(g).

e Seja U C R™ um aberto contendo a origem tal que f = g o ¢.
e Pela regra da cadeia, temos que

*f 72 »g  9¢; Jr@ >¢;
Ox;0r, dx0x; Ox;  Ox; Oxpdx; )

J
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Proposicao
Se f,g € €, sdo tais que [ ~g g, entao corank(f) = corank(g).

e Seja U C R™ um aberto contendo a origem tal que f = g o ¢.
e Pela regra da cadeia, temos que

*f 72 »g  9¢; Jr@ >¢;
Ox;0r, dx0x; Ox;  Ox; Oxpdx; )

J

e Portanto Hy = H, - J, + V(g) - M.

e J, - matriz Jacobiana de ¢, V(g) - gradiente de g e M - matriz que depende
das derivadas parciais de ordem maior que 2 das fungdes coordenadas de

o.
o Hy(0)=H,(0)-Jy(0) e Jp(0) é invertivel.



Resum

e Fenomenos: Continuos e Discontinuos descritos por potenciais.
e Principio: Hipdtese de otimizar tal potencial.

e Objetivo: Encontrar formas normais locais para um estudo qualitativo.
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Resumo

e Fenomenos: Continuos e Discontinuos descritos por potenciais.
e Principio: Hipdtese de otimizar tal potencial.
e Objetivo: Encontrar formas normais locais para um estudo qualitativo.

e Motivagao: Teorema da Funcao Inversa e formas locais de imersoes e

submersoes.

e Ferramentas: Nocao de germes e agao do grupo R de mudancas dife-
renciaveis de coordenadas.

e Condicoes técnicas: Estabilidade estrutural e principios de Maxwell e
do Retardamento.
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Exercicios
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Exercicio
Mostre que uma submersao F : U C R"® — R™ leva abertos contidos em U

em abertos de R™.

Exercicio
Determine os pontos criticos das funcoes abairo e a natureza de cada um deles,

ou seja, se € isolado, mdximo, minimo ou ponto de sela.
L f(z,y) = 2> +y°.
2. f(z,y) =22+ 1loy + % + 5.
3. flx,y) = 102y + y? + T5y3.

Exercicio
Mostre que as nocoes de germes de conjunto e aplicagcoes determinam uma

relacao de equivaléncia bem definida.
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Exercicio

1. Se f ~% g, entdo os germes de conjuntos f~(0) e g=1(0) sdo difeomorfos.

2. Encontre contra-exemplos para a reciproca do item anterior.

Exercicio
1. Mostre que os germes x> —y? e 2 — y> ndo sdo equivalentes.
2. Mostre que os germes x> +v* e 22" +y?™, onde n,m > 2, nao sio equi-
valentes.

3. Mostre que os germes xy + Axz® + Byz? e 22 —y? + ABz*, onde AB # 0,

sao equivalentes.

Exercicio
1. Verifique que &,, € um anel comutativo com identidade.
2. Sejam,, = {f € &, : f(0) =0}. Mostre que m,, € o tnico ideal mazimal
de &,,.

3. Verifique que &,, n, € um E,-maodulo.
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