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Proposicao
Se f,g € €, sdo tais que [ ~g g, entao corank(f) = corank(g).
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Proposicao
Se f,g € €, sdo tais que [ ~g g, entao corank(f) = corank(g).

e Seja ¢ um germe de difeomorfismo tal que f = f o ¢ em um aberto da

origem.

e Pela regra da cadeia, temos que
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e Portanto, Hy = H, - Jy + V(g) - M.

e Js - matriz Jacobiana de ¢, V(g) - gradiente de g e M - matriz que depende
das derivadas parciais de ordem maior que 2 das fungoes coordenadas de

o.
e Hf(0) = Hy(0) - J5(0) e J4(0) é invertivel.
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Dois Exemplos

Exemplo

e Sejam f =22+ y% e g= (22 +y>)k, onde k > 2.
e Um célculo direto mostra que corank(f) = 0 e corank(g) = 2.

e Pela propriedade anterior, f % g.

e Por outro lado, f~1(0) = g~ (0) = {0} € R%



Dois Exemplos

Exemplo

e Sejam f =22+ y% e g= (22 +y>)k, onde k > 2.

e Um célculo direto mostra que corank(f) = 0 e corank(g) = 2.
e Pela propriedade anterior, f % g.

e Por outro lado, f~1(0) = g~ *(0) = {0} € R%.

Exemplo

o Sejam f =22 —y?eg=at—yt
e Um célculo direto mostra que corank(f) = 0 e corank(g) = 2.
e Pela propriedade anterior, f 7 g.

e Por outro lado, f=1(0) = g~ 1(0) = {(z, £x) : x € R} C R%



Resur

e Fenomenos: Continuos e Discontinuos descritos por potenciais.
e Principio: Hipdtese de otimizar tal potencial.

e Objetivo: Encontrar formas normais locais para um estudo qualitativo.



Resumo

e Fenomenos: Continuos e Discontinuos descritos por potenciais.
e Principio: Hipdtese de otimizar tal potencial.
e Objetivo: Encontrar formas normais locais para um estudo qualitativo.

e Motivagao: Teorema da Funcao Inversa e formas locais de imersoes e

submersoes.

e Ferramentas: Nocao de germes e agao do grupo R de mudancas dife-
renciaveis de coordenadas.

e Condicoes técnicas: Estabilidade estrutural e principios de Maxwell e
do Retardamento.



Formas Locais 1

Teorema (Funcao Inversa)

Seja U C R™ um aberto e F : U — R"™ uma aplicagdo diferencidvel em um
ponto p € U. Se det(Jr(p)) # 0, entdo existe um aberto U C U contendo p e
um aberto W contendo F(p) tal que F : U — W ¢é um difeomorfismo.



Formas Locais 1

Teorema (Funcao Inversa)
Seja U C R™ um aberto e F : U — R"™ uma aplicagdo diferencidvel em um

ponto p € U. Se det(Jr(p)) # 0, entdo existe um aberto U C U contendo p e
um aberto W contendo F(p) tal que F : U — W ¢é um difeomorfismo.

Definicao
Seja F : U C R" — R™ wuma aplicagdo suave, onde U € um aberto.

1. O rank de F' em um ponto p € U, denotado por rank, F' é o rank da
aplicacdo linear dFy, : R™ — R™.

2. Se m =1, o corank de f em p, denotado por corank,(f) € o coposto da
matriz Hessiana Hy(p).



Formas Locais I1

Definicao
Seja F : U C R" — R™ wuma aplicagdo suave, onde U € um aberto.

1. Sen > m e rank,(dF') = m para todo p € U, entao F é chamada uma
submersao.

2. Sen < m erank,(dF) = n para todo p € U, entdo F €é chamada uma

1MErsao.

3. Um ponto p € U € um ponto critico, também chamado de ponto singular,
se rank, (dF) nao é mdzimo.



Submersoes e Imersoes

Corolario (Forma Local de Imersoes)

Seja U C R™ um aberto e F: U — R™ uma imersio em um ponto p € U.
Entao, existem coordenadas locais em torno de p e F(p) € R™ tais que

F(zy,...,z,) = (x1,...,Tn,0,...,0).



Submersoes e Imersoes

Corolario (Forma Local de Imersoes)

Seja U C R™ um aberto e F: U — R™ uma imersio em um ponto p € U.
Entao, existem coordenadas locais em torno de p e F(p) € R™ tais que

F(zy,...,z,) = (x1,...,Tn,0,...,0).

Corolario (Forma Local de Submersoes)

Seja U C R™ um aberto e F : U — R™ uma submersao em um ponto p € U.
Entao, existem coordenadas locais em torno de p e F(p) € R™ tais que

F(zy1,...,xn) = (1, ., Tm)-



Fenomenos Continuos e Discontinuos

Definicao
Seja U C R™ um aberto.

1. Um campo vetorial V : U — R"™ definido em U € uma aplicagdo suave
que, a cada ponto p € U, associa um vetor V(p) € R™.
2. Dizemos que uma funcao f: U — R € uma funcgao potencial para um

campoV : U — R" se V = V.
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2. Dizemos que uma funcao f: U — R € uma funcgao potencial para um
campoV : U — R" se V = V.

1. Identificar os parametros do sistema.

2. Identificar as relacoes entre os parametros.

3. Identificar o funcional potencial e o significado fisico de suas solugoes es-
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Fenomenos Continuos e Discontinuos

Definicao
Seja U C R™ um aberto.

1. Um campo vetorial V : U — R"™ definido em U € uma aplicagdo suave
que, a cada ponto p € U, associa um vetor V(p) € R™.

2. Dizemos que uma funcao f: U — R € uma funcgao potencial para um
campoV : U — R" se V = V.

1. Identificar os parametros do sistema.

2. Identificar as relacoes entre os parametros.

3. Identificar o funcional potencial e o significado fisico de suas solugoes es-
taciondrias.

Definicao
Seja S um sistema de estados de equilibrio determinado por um funcional po-
tencial V. : U C R" — R, onde U € um aberto. Se det (Hy(p)) = 0 para

algum p € U, entdo dizemos que S € discontinuo em p.



Objetivos

Dado um sistema S definido como estados de equilibrio de um germe de fun-
cional potencial V', encontrar uma forma local para V', também chamada de
forma normal, de maneira que o estudo qualitativo de S possa ser simplificado.
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Condigoes Técnicas
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Estabilidade Estrutural I

e Confiabilidade de um experimento: repeticoes e poucas perturbagdes nao
provocam alteragoes significativas ou qualitativas dos resultados.
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Estabilidade Estrutural I

e Confiabilidade de um experimento: repeticoes e poucas perturbagdes nao
provocam alteragoes significativas ou qualitativas dos resultados.

N corrente induzida

campo criado pela
corrente induzida

Figura 1: Lei de Faraday: Indugao Eletromagnética
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Estabilidade Estrutural I

e Confiabilidade de um experimento: repeticoes e poucas perturbagdes nao
provocam alteragoes significativas ou qualitativas dos resultados.

N corrente induzida

campo criado pela
corrente induzida

Figura 1: Lei de Faraday: Indugao Eletromagnética

Seja f: U C R" — R uma funcdo potencial, onde U é um aberto.
Dizemos que [ € estruturalmente estdvel se para qualquer perturba¢dao
suficientemente pequena por uma func¢ao suave g : U — R, entao

f+ g também € equivalente a f.

12



Estabilidade Estrutural II

Pontos de Morse

e Se f: U — R tem um ponto p € U como uma singularidade de Morse,
entao det (Hy(p)) # 0.

e Considere a aplicacao:

C®U)— C®{U)—R
gr—f+gvr— det (Hsig(p))

e Conclusao: Perturbacoes pequenas geram singularidades de Morse.
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Estabilidade Estrutural II

Pontos de Morse

e Se f: U — R tem um ponto p € U como uma singularidade de Morse,
entao det (Hy(p)) # 0.

e Considere a aplicacao:

C*U)— C*U)—R
gr—f+gr— det (Hyrig(p))

e Conclusao: Perturbacoes pequenas geram singularidades de Morse.

Exemplo
e Seja f(z) = 2® e considere g(z) = ex, onde € € R é pequeno.
e Se € > 0, entao f + g nao possui pontos criticos.

e Se ¢ < 0, possui dois pontos criticos.

De acordo com a definicao anterior, f nao é estruturalmente estavel. 13



Reformulando

Somente fungoes de Morse seriam estruturalmente estdveis!
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Reformulando

Somente fungoes de Morse seriam estruturalmente estdveis!

Formulagao da Analise
As funcgoes potenciais V' serdao descritas por meio de varidveis de estados x

e varidveis de controle u e, portanto, terao como dominio um subespaco em
R™ x R¥. A estabilidade estrutural se traduz para a hipétese de que todos os
possiveis estados do sistema, incluindo perturbacoes suficientemente controla-
das, sao descritos qualitativamente pelos controles u através do potencial V.
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Principios de Maxwell e do Retardamento

Maxwell

Seja S um sistema governado por um potencial V. Seja p € U um estado
de equilibrio, isto é, VV (p) = 0. Entao, o estado de equilibrio atingido pelo
sistema € sempre aquele que otimiza o potencial V.

15



Principios de Maxwell e do Retardamento

Maxwell
Seja S um sistema governado por um potencial V. Seja p € U um estado

de equilibrio, isto é, VV (p) = 0. Entao, o estado de equilibrio atingido pelo
sistema € sempre aquele que otimiza o potencial V.

e O estado de equilibrio escolhido é sempre aquele em que hé a otimizacao
da energia potencial.

e Em sistemas de estados de equilibrio que sao continuos, isso é imediato.

e Nos casos discontinuos, podera haver mais de uma possibilidade de valor

para o potencial.
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Principios de Maxwell e do Retardamento

Maxwell

Seja S um sistema governado por um potencial V. Seja p € U um estado
de equilibrio, isto é, VV (p) = 0. Entao, o estado de equilibrio atingido pelo
sistema € sempre aquele que otimiza o potencial V.

e O estado de equilibrio escolhido é sempre aquele em que hé a otimizacao
da energia potencial.

e Em sistemas de estados de equilibrio que sao continuos, isso é imediato.

e Nos casos discontinuos, podera haver mais de uma possibilidade de valor
para o potencial.

Retardamento
Um estado de equilibrio de tipo Morse tende continuamente, de acordo com o0s

parametros de controle, para um estado de tipo nao Morse. Em tais estados o
comportamento qualitativo do sistema sofre uma alteracao.

15



Deformacgoes
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Definigoes 1

Definicao

Seja f € £, um germe suave tal que 0 é um ponto critico.

1. Uma deformacao a k-parametros de f € um germe
F: (R" xR* 0) — (R, 0)
(z,u) — F(z,u)

tal que F(x,0) = f(x).

2. Duas deformagoes F' e G a k-parametros sao equivalentes se existe um germe de dife-
omorfismo

& : (R™ x R¥,0) — (R™ x R¥,0)
(z,u) — (¢u(z),w)
tal que ®(z,0) = (,0) e F = Go .

3. Uma deformacgdo a k-parametros F' é chamada de trivial se € equivalente a deformagdo
constante G(z,u) = f(x).

4. O germe f é chamado de (estruturalmente) estavel quando todas as suas deformagoes

sdo triviais.
17



Definigoes 11

Definicao

1. Seja V : (R"xR* 0) — (R,0) um germe de fungio potencial nas
varidveis (z,u) € R™ x R*. Dizemos que o espaco R"™ é o espago de esta-
dos e que R o espacgo de controle.

2. O conjunto catdstrofe, também chamado de estados de equilibrio, €

Cy = {(m,u) e (R™ x R¥,0) : O

3 (w,u):OVizl,...,n}.
T;

3. O conjunto de bifurcacao, também chamado de estados de equilibrio
instaveis, €

2
By = {u € (Rk,O) : 3(z,u) € CF tal que rank, <aig;]> < n}

18



Observacgoes

e Deformagoes permitem estudar propriedades de germes préximos de pon-

tos criticos.

e Por outro lado, gostariamos de entender todos os possiveis fenomenos re-

lativos ao germe e proximos da singularidade.
e O conceito de deformacao versal nos permite concluir esse objetivo ao
capturar todas as possiveis singularidades em que uma dada singularidade

pode ser deformada ou perturbada.

e Essa serd a formulacao matemaética para o conceito de estabilidade estru-

tural.

19



° Se]a f(x) = x e considere as seguintes deformagoes:

F(z,u) = f(z) =
G(z,u) = (I+uw ,u), onde u € R.

A aplicacio ®(z,u) = (z 4+ uz?, 1) é um germe de difeomorfismo de R? tal

que Fo® = G e, portanto, G é trivial.

Para qualquer outra deformagao H(z,u), onde u € R", podemos escrever

H(I,U) = Ulhl(xa u) + o+ un,hn(xa U) +z,

onde u = (U, ..., Uy).

e Note que V(z,u) = (H(z,u),u) é um germe de difeomorfismo tal que
H=Fod.

e Conclui-se que f é estavel.

20



Mudando o espago de parametros

Definicao

1. Seja F : (R" xR* 0) — (R,0) wma deformacio de um germe f. Seja h :
(R*,0) — (R*,0) um germe de aplicagio. O pullback de F por h € a deformagdo

R*F : (R” x R%,0) — (R,0)
(z,v) — F(z,h(v))

Essa deformacao € também chamada de mudanga de parametros da deformagao.

2. Uma deformacao F a k-parametros é chamada versal se para qualquer de-
formagao G a a-parametros existe uma mudanga h de parametros tal que h*F e
G sdo equivalentes.

3. Uma deformagao versal F' a k-parametros € chamada miniversal se nao existe
uma deformacao versal a um numero de parametros menor que k.

4. Sejam F e G duas deformagoes a k-parametros. Elas sdo chamadas isomorfas
se existe uma mudanga de pardmetros h : (RF,0) — (R*,0), que ¢é também um

difeomorfismo, tal que G € equivalente a h™ F. 01



Teorema de Thom

22



Lema de Decomposigcao

Seja f: U C R — R uma fungao suave.

Se p € U é um ponto regular, entao f é equivalente a uma projegao.

Se p € U é um ponto critico nao degenerado, f é equivalente a uma forma
)
quadratica.

e E sobre formas normais para singularidades mais degeneradas?

23



Lema de Decomposigcao

Seja f: U C R — R uma fungao suave.

Se p € U é um ponto regular, entao f é equivalente a uma projegao.

Se p € U é um ponto critico nao degenerado, f é equivalente a uma forma
)
quadratica.

e E sobre formas normais para singularidades mais degeneradas?

Lema (Decomposigao)
Seja f € €, um germe tal que O é um ponto critico e corank(f) = c¢. Entao, f

€ equivalente a um germe da forma

2

n’

f"\’739(3717"'7376):‘:x§+1:l:“':l:aj

onde 0 € R"™ € um um ponto critico degenerado de g.
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nclusoes

1. O estudo de um germe de func¢do pode ser reduzido a um nimero menor

de varidvess.
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Conclusoes

1. O estudo de um germe de func¢do pode ser reduzido a um nimero menor
de varidveis.

2. O comportamento de um sistema S descrito por um potencial V nas varidveis
de estado x e de controle u pode ser determinado por um niumero menor

de varidveis de controle.
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de varidveis.

2. O comportamento de um sistema S descrito por um potencial V nas varidveis
de estado x e de controle u pode ser determinado por um niumero menor
de varidveis de controle.

3. O comportamento de um sistema discontinuo e estruturalmente estavel
S descrito por um potencial V nas variaveis de estado x e de controle
u € completamente determinado por um niumero (possivelmente menor)

minimo de parametros.
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Conclusoes

1. O estudo de um germe de func¢do pode ser reduzido a um nimero menor
de varidveis.

2. O comportamento de um sistema S descrito por um potencial V nas varidveis
de estado x e de controle u pode ser determinado por um niumero menor
de varidveis de controle.

3. O comportamento de um sistema discontinuo e estruturalmente estavel
S descrito por um potencial V nas variaveis de estado x e de controle
u € completamente determinado por um numero (possivelmente menor)

minimo de parametros.
Exemplo

e Seja f(z,y) = 2% + y> e considere as deformacdes F = 22 + y> + u1y + us
e G =z +y% — 3vy + 205

e Se h(v) = (—3v%,2v?), entdao G = h*F.
e Portanto, F' e G sdo equivalentes a menos de uma mudanga de parametros.

24



Nova Equivaléncia

Definicao

Duas deformagies F,G a k-parametros sio P — R -equivalentes se existe um
germe de difeomorfismo ® : (R™ x R*,0) — (R™ x R*,0) da forma ®(z,u) =
(az,u),¥(u)) e um germe de fungdo ¢ : (R¥,0) — R tais que:

G =Fo®(z,u) + c(u).
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Nova Equivaléncia

Definicao

Duas deformagies F,G a k-parametros sio P — R -equivalentes se existe um
germe de difeomorfismo ® : (R™ x R*,0) — (R™ x R*,0) da forma ®(z,u) =
(az,u),¥(u)) e um germe de fungdo ¢ : (R¥,0) — R tais que:

G =Fo®(z,u) + c(u).

e A equivaléncia acima permite translagoes.

e Também, o germe de difeomorfismo nao necessariamente é um desdobra-
mento da identidade.
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Nova Equivaléncia

Definicao

Duas deformagies F,G a k-parametros sio P — R -equivalentes se existe um
germe de difeomorfismo ® : (R™ x R*,0) — (R™ x R*,0) da forma ®(z,u) =
(az,u),¥(u)) e um germe de fungdo ¢ : (R¥,0) — R tais que:

G =Fo®(z,u)+ c(u).

A equivaléncia acima permite translacoes.

Também, o germe de difeomorfismo nao necessariamente é um desdobra-
mento da identidade.

Comportamentos discontinuos podem ser gerados somente por pontos de-
generados.

e Assim, a omissao das formas quadraticas nao representa uma perda qua-
litativa para a teoria.
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Lema de Decomposigao: Deformacgoes

Lema (R-equivaléncia)
Seja V : (R" xR*,0) — (R,0) wma deformagio tal que a matriz Hessiana
(%) com relagdo a varidvel x tem corank igual a m # 0 em um ponto

(0,ug). Entao, V é equivalente a uma deformagao da forma

|4 ~R G (yl(xa U), ©oo aym(l’»u),U) + %2”,4.1 SE 000 SE y57

onde 0 € R™ € um um ponto critico degenerado de G(x,uq).
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Lema de Decomposigao: Deformacgoes

Lema (R-equivaléncia)
Seja V : (R" xR*,0) — (R,0) wma deformagio tal que a matriz Hessiana
(%) com relagdo a varidvel x tem corank igual a m # 0 em um ponto

(0,ug). Entao, V é equivalente a uma deformagao da forma
|4 ~R G (yl(xa U), ©oo aym(l’»u),U) + %271,4.1 SE 000 SE y57

onde 0 € R™ € um um ponto critico degenerado de G(x,uq).

Lema (P — R"-equivaléncia)

Seja V : (R" xRF 0) — (R,0) uma deformacao tal que a matriz Hessiana

(6328‘/95‘) com relagdo a varidvel x tem corank igual a m # 0 em um ponto
iOTj

(0,up). Entdo, V é P — R -equivalente a uma deformacdo da forma

V ~R G(y1($7u), ooo 7ym(wvu)vu) )

onde 0 € R"™ € um um ponto critico degenerado de G(x,uq).

26



Teorema (Catastrofes de Thom)
Seja Vi (R™ x Rk,O) — R wma deformagao versal tal que k € {1,2,3,4}.
Entdo, V é P—R™ -equivalente a uma, e somente uma, das deformagées abaizo:

Tipo | Singularidade Deformagao Versal Nome
As a3 22+ Ponto
As xt +at + upz® + uix Ctspide
Ay x® 2® 4+ uzxd + uox? + iz Rabo de Andorinha
Ag 20 +25 + ugztusz® + usx® + uix Borboleta
Dy x® + 93 23 — 2y? + uz(2® + y?) + ugy + wiz | Hiperbdlica Umbilica
DI % + 3zy? 22+ 3 4+ uszy + ugy + upx Eliptica Umbilica
D5 22y + y? 22y + y* + uay? + uzx® + ugy +wix | Parabélica Umbilica

27



e Com relagao as aplicagoes do teorema, as duas hipoteses se traduzem
como:

e Numero de parametros de controle do sistema é limitado a 4;

e Estabilidade estrutural.

e No que segue, estudamos em detalhes a geometria da dobra e da ciispide.

28



Dobra I

e A catéstrofe mais simples consiste na deformacao versal V (z,u) = 2° +ux

da singularidade z3.

e Como héd uma varidvel de estado e um controle, a superficie de equilibrio

é na verdade uma curva.

29



Dobra I

e A catéstrofe mais simples consiste na deformacao versal V (z,u) = 2° +ux
da singularidade z3.

e Como héd uma varidvel de estado e um controle, a superficie de equilibrio
é na verdade uma curva.

e Os estados criticos degenerados das singularidades geradas por V sao de-
terminados pelo seguinte sistema:

& =3224+u=0
o =6x=0

e Portanto, a superficie de equilibrio consiste de uma parabola e o conjunto
de bifurcacao, contido no eixo u, somente da origem.

29



Dobra II

e Quando u > 0, V(x,u) nao possui pontos criticos e o regime de estados é
vazio.

e Quando u < 0, hd um maximo e um minimo, ambos estaveis.

e A curva de equilibrio se dobra sobre o eixo de controle u.

30



Dobra II

e Quando u > 0, V(x,u) nao possui pontos criticos e o regime de estados é
vazio.

e Quando u < 0, hd um maximo e um minimo, ambos estaveis.

e A curva de equilibrio se dobra sobre o eixo de controle u.
V(z) z
u >0
u=0
u <0 G
> u
By =(0,0)

Figura 2: Singularidades geradas e curva de equilibrio
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e A cuspide consiste na deformacio V (z,u,v) = z* + uz? + vz da singula-
ridade 2.
e A superficie de equilibrio est4 contida em R® e por isso seu estudo é mais
interessante e geométrico.
e A superficie de equilibrio consiste dos pontos (z,u,v) € R? tais que
oV .
— =423+ 2uz +v=0.
ox
e Os pontos criticos degenerados (x, u,v) sdo aqueles em que
0%V
—— = 1227+ 2u=0.
Ox?

31



Cuspide 11

e O conjunto de bifurcacao no plano uv é determinado por condi¢oes sobre
(u,v) para que exista xq tal que (g, u,v) satisfaca ambas as equagoes.

e Da segunda equagao, obtemos u = —6x3.

e Substituindo isso na primeira, encontramos v = —8z3.

32



Cuspide 11

O conjunto de bifurcagao no plano uv é determinado por condi¢oes sobre

(u,v) para que exista xq tal que (g, u,v) satisfaca ambas as equagoes.

Da segunda equacio, obtemos u = —622.

Substituindo isso na primeira, encontramos v = —8z3.

3:

Para descrever esse conjunto somente em termos de u e v, note que u
kv?, onde Kk = —27/8.

Portanto, encontramos que o conjunto é a ciispide determinada por

By = {(u,v) € R* : 8u3 + 27v? = 0}.
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Superficie de Equilibrio

Cy

Figura 3: Catdastrofe ctspide e seu conjunto de bifurcagao

33



Estados sobre a cuspide 1

u

Figura 4: Caminhos sobre a superficie de equilibrio
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Estados sobre a ciispide 11

e Os caminhos 1 e 2 em verde representam estados de equilibrio e o que
ocorre quando alteramos significativamente somente um dos parametros
de controle. Como esperado, isso implica uma alteragao (vertical) também
na variavel de estados, mas sem ocorréncia de discontinuidades.

e Os caminhos 3 e 4 em vermelho representam caminhos nos quais ha pontos
de catéstrofes e o que se ocorre quando alteramos significativa e simulta-

neamente ambos os parametros de controle.

e Os caminhos 5 e 6 em laranja representam um comportamento misto de
estabilidade e instabilidade, quando discontinuidades ocorrem mais de uma

vez.

e Veremos agora a projecao desses caminhos no plano de controle.
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Estados sobre a cuspide 111

[ v <

By \ By By

A\

A\ \

Figura 5: Catastrofe cispide e seu conjunto de bifurcacao
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A Dobra e Potenciais na Cispide

Dobra
e Considere a intersecao de Cy com planos transversais ao plano uv.
e A curva obtida se aproxima da curva de equilibrio da catdstrofe dobra.

e Ou seja, deformacoes versais de z# incluem deformacdes de 2°.
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A Dobra e Potenciais na Cispide

Dobra
e Considere a intersecao de Cy com planos transversais ao plano uv.
e A curva obtida se aproxima da curva de equilibrio da catdstrofe dobra.

e Ou seja, deformacoes versais de z# incluem deformacdes de 2°.

NV

N N
%

Figura 6: Potencial V(x) para diferentes valores u, v
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As 5 Propriedades Fundamentais

1. Bimodalidade: E a propriedade caracterizada pelo fato de que existem parametros de
controle associados a mais de um estado possivel. Isso ocorre, por exemplo, na regiao
que é projetada para o interior de By,. Em outras palavras, a superficie de equilibrio,
como um todo, nao pode ser o grafico de uma fun¢ao de duas variaveis.

2. Discontinuidade: Essa propriedade é justamente representada pelos pontos corres-
pondentes aos pontos de bifurcagao, ou simplesmente aos chamados pontos de disconti-
nuidade de C'y. Grosseiramente falando, é quando a superficie se curva de uma maneira
abrupta ou repentina e entao sua geometria sofre uma alteragao qualitativa.

3. Divergéncia: Dois pontos alocados em porgoes distintas de Cy, podem ser conectados
de distintas maneiras, em particular, passando ou nédo por discontinuidades. Ou seja, a
transicao entre estados pode manifestar comportamento qualitativamente distintos.

4. Histerese: Na superficie de equilibrio, a discontinuidade da parte superior em direcao a
inferior nao ocorre para as mesmas variaveis de estado. Em outras palavras, catastrofes
ocorrem em estados distintos.

5. Inacessibilidade: A regido limitada inferiomente pela porcdo amarela da superficie

de equilibrio é inacessivel, ou seja, representa estados que nunca sao realizdveis ou
verificados.
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Demais Catastrofes

Observagao
As demais catastrofes possuem estados de equilibrio em dimensdes mais altas e

para estas considera-se os conjuntos de bifurcacoes e projecoes em subespacos
de controle.
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Demais Catastrofes

Observagao
As demais catastrofes possuem estados de equilibrio em dimensdes mais altas e

para estas considera-se os conjuntos de bifurcacoes e projecoes em subespacos
de controle.

corank 1: fold
ak .
F=0 b
o 5 b swallowtail *
\GM T cusps cusps  butterfly
F=x?+a F=x3+bxta F=xt+cx?tbxta F=x3+dd+ex?+bxta

corank 2 (umbilic): elliptic

T e N arabolic
G\Z\(\ff’““ e > ) Veu
C hyperbolic /‘\ ¢ Qb

F=V(x3+y3+exytbxtay) | F=V(x3-3xp2+tc(x2+y2)tbxtay)

F=V () +x2y+dx2+cy?+bxtay)

Figura 7: Catastrofes de dimensao mais alta e conjuntos de bifurcagao
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Exercicios
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Exercicio
Mostre que se duas deformagoes sao equivalentes, entdo elas sao isomorfas.

Exercicio
Mostre que se h € um germe de difeomorfismo do espaco de parametros e F' €

uma deformacao, entao F' e h*F sdo isomorfas.

Exercicio
Se um germe f € estdvel, entdo todas suas deformacoes sao versais.
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Exercicio
Mostre que se duas deformagoes sao equivalentes, entdo elas sao isomorfas.

Exercicio
Mostre que se h € um germe de difeomorfismo do espaco de parametros e F' €

uma deformacao, entao F' e h*F sdo isomorfas.

Exercicio
Se um germe f € estdvel, entdo todas suas deformacoes sao versais.

Exercicio
Mostre que qualquer deformacgao versal é isomorfa a deformacao constante de

uma deformacao miniversal.

Exercicio
Mostre que qualquer deformacdo de um germe de funcao € estdvel como um

germe de funcao também.
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